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Osnovni geometrijski algoritmi - teorija

1 Osnovni geometrijski objekti

Rastojanje izmedu tacaka A(x4,y4) i B(zp,yp) u koordinatnoj ravni jednako je

Dist(A,B) = \/(xA —xB)?+ (ya — yp)? (1)

Jednaéina kruznice: Tacka M (z,y) pripada kruznici sa centrom u tacki C(z¢, yc) i polupreénikom
r > 0 ako i samo ako vazi

(x —2c)* + (y —yc)* =1’ (2)

Tacka M (x,y) se nalazi unutar (van) kruznice ako u gornjoj jednakosti umesto znaka ” =" stoji

znak 7 <7 (7 > 7). Jednaéina (2) predstavlja jedna¢inu kruznice sa centrom u tacki C(zc,yc) i
polupre¢nikom 7 > 0.

Jednacina prave: Tacka M (z,y) pripada pravoj p odredenom (razli¢itim) tackama Mj(z1,y1) i
M (x2,y2), u oznaci p(M; M), ako i samo ako vazi

(x—z1)(y2 — 1) — (22 —21)(y —y1) =0 (3)

Ako oznacimo sa f(x,y) levu stranu jednacine (3) onda je za f(x,y) > 0 polozaj tacke M (z,y) sa
jedne strane prave p, dok je za f(x,y) < 0 tacka M (z,y) sa suprotne strane prave p.

Sredivanjem jednacine (3) i uvodeéi smene a = ya —y1, b = —(x2 — 1) i ¢ = y122 — x1Y2 dobijamo
njoj ekvivalentnu jednac¢inu (implicitni oblik prave):

ar+by+c=0 (4)
Jednacina (3), tj. (4), predstavljaja jedna¢inu prave p odredenu tackama M (x1,y1) 1 Ma(x2,y2).
d[M; Ms], ako i samo ako vazi jednacina (3) i vazi
min(zy, re) < x < max(xy,x2), min(y1,y2) <y < mazx(yi,y2) (5)

tj. tacka M mora da pripada odgovarajucoj pravoj i da se nalazi izmedu tacaka My i Mo.



2 Osobine i odnosi izmedu geometrijskih objekta
Rastojanje izmedu tacke M (z,y) i prave p(M;Ms) jednako je

_ax 4 by + |
va? + b2

gde su a, b i ¢ odgovarajuéi koeficijenti iz jednacine (4).

Dist(M,p)

Eksplicitni oblik prave: Svaka prava p, odredena tackama M;j(x1,y1) i Ma(z2,y2), koja nije nor-
malna na z-osu, moze se na jedinstven nacin predstaviti u obliku y = kx + n, gde je k koeficijent
pravca a n presek prave p sa y-osom i vazi

— To — Yo
k:yz ?/1’ n:y12 Y21 (7)
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Paralelnost pravih: Prave pi(A, B) i p2(C, D) su paralelne ako i samo ako vazi

(ys —ya)(p —zc) — (yp — yc)(wp —w4) =0 (8)

Za koeficijente pravca paralelnih pravih p; i po vazi k1 = ko.

Normalnost pravih: Prave p;(A, B) i p2(C, D) su normalne ako i samo ako vazi
(yB —ya)(lyp —yc) + (v —z4)(xC —2p) =0 9)
Za koeficijente pravca normalnih pravih p; i pg vazi kike = —1.
Presek dve duzi: Duzi d[AB] i d[C' D] mogu da imaju zajednickih unutrasnjih tacaka, da jedna od

krajnjih tacaka jedne duzi pripada drugoj duzi ili da nemaju zajednickih tacaka. Ako oznacimo sa
f(M, My Ms) levu stranu jednacine (3) (provera da li tacka M pripada pravoj p(M;Ms)) onda vazi:

Duzi d[AB] i d[C D] imaju zajednickih tacaka ako i samo ako jedna od krajnjih tacaka jedne duzi
pripada drugoj duzi (provera na osnovu jednacina (3) i (5)) ili ako vazi:

f(A,CD)f(B,CD) <0 i f(C,AB)f(D,AB) <0 (10)

Povrsina prostog poligona M;Ms ... M, (ne nuzno konveksnog) jednaka je
1 n
§|Z($z — Zi1) (Yi + Yit1)] (11)
i=1

gde je (p+1,Yn+1) = (z1,91). Specijalno, za n = 3, posle sredivanja dobijamo izraz za povrsinu
trougla:

1
Pan, o ns = 5\961?42 + Toy3 + T3y1 — T1Y3 — Tay1 — T3y (12)



3 Vektori

—
Ako sa O oznac¢imo koordinatni pocetak, onda za svaku tacku M (x,y), vektor OM mozemo predstaviti

samo kao (x,y). Proizvoljni vektor M; My mozemo translirati do koordinatnog pocetka i, prema tome,
mozemo ga predstaviti u obliku (ze — z1,y2 — y1). Intenzitet vektora (z,y) jednak je \/x2 + y2.

Skalarni proizvod vektora ﬁ i C"ﬁ, u oznaci A‘B) . C_—ﬁ, je realan broj a = ]1@||b—ﬁ| cosf gde je 0
ugao izmedu ta dva vektora. Ako je AB = (x1,91) a CD — (x2,y2) tada je

xﬁ . @ =x122 + Y1Y2 (13)

Vektorski proizvod vektora 1@) i C_Tﬁ, u oznaci E X C"ﬁ, je vektor o koji je normalan na ravan
odredenu vektorima B i C'D, ¢iji je pravac odreden pravilom desnog zavrtnja u odnosu na pomenute
vektore i Ciji je intenzitet || = |AB||CD||sinf| gde je 6 ugao izmedu ta dva vektora. Ako je
AB = (w1,31) a OD = (w3,3) tada je

AB x CD| = |

r1 Y1
T2 Y2

| = 2192 — Y122 (14)

Desna strana jednacine (14) predstavlja dvostruku povrsinu trougla odredenog vektorima E i

@ dovodenjem na zajednicki pocetak.
Od znacaja nam je ne samo vrednost veé¢ i znak izraza iz jednacine (14) pa ¢emo nadalje sa

VP(B, @) oznacavati vrednost desene strane bez apsolutne vrednosti u jednacini (14).
Koriséenjem vektorskog i skalarnog porizvoda dobijamo:

Vektori xﬁ i @ su normalni akko je z@ : @ = 0. Koristedi da je zﬁ = (xp —zA,yB —ya) i
CD = (xp —zc,yp — yc) 1 jednacinu (13) dobijamo uslov kao u jednacini (9).

Vektori ﬁ i C—B su paraleni akko je ﬁ X C—ﬁ = 0. Koristedi da je 1@ = (xp— A, yB —ya) i
D — (xp — zc,yp — yc) 1 jednacinu (14) dobijamo uslov kao u jednacini (8).

Tacke A, B i C su kolinearne akko je AB x 1@ = 0. Koristeéi da je AB = (xp—xa,yp —ya) i
AC = (xc —xa,yc — ya) i jednacinu (14) dobijamo uslov kao u jednacini (3).

Povrsina trougla AABC' jednaka je %|E x AC |. Koristedi jednacinu (14) dobijamo formulu (12).

Linija MyM; M, skreée ulevo (udesno) akko je V. P(MyMy, MoMs) > 0 (V P(MyM;, MoMs) < 0).



